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1 Einleitung

Der Untersuchung erzwungener Schwingungen und der daraus resultierenden Pha-
senverschiebungen kommt in der Physik eine besondere Bedeutung zu. In vielen
Bereichen tauchen diese Phénomene auf. Eine einfache Art der Untersuchung der
auftretenden Effekte bietet der von ROBERT WICHARD POHL erfundene und nach
ihm benannte Pohlsche Resonator. Mit ihm lassen sich erzwungene Schwingungen
verschiedener Frequenz und Dampfung untersuchen und auswerten.! Im Folgenden
Versuch soll ein solcher Resonator genutzt werden, um die Abhéngigkeit der Ei-
genfrequenz und der auftretenden Phasenverschiebung von der Dampfung und der
Erregerfrequenz zu bestimmen.

2 Theorie

Abbildung 1 zeigt den Aufbau des Resonators und dient als Veranschaulichung. Er
besteht aus einer kupfernen Schwungscheibe (A), die an einer Spiralfeder (B) befes-
tigt ist, die die Scheibe zuriick in ihre Ausgangslage stellt. An der Winkelskala (C)
kann die Elongation abgelesen werden. Uber eine Kurbelwelle, die mit einem Schritt-
motor (D) verbunden ist, kann eine erzwungene Schwingung erreicht werden. Eine
Wirbelstrombremse (E) kann milimetergenau tiber dem Schwungrad justiert werden.

Abbildung 1: Schematischer Aufbau

Vgl. PoHL, ROBERT O.: Pohls Einfiihrung in die Physik 1: Mechanik, Akustik und Wirmelehre,
Berlin 2009
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2.1 Die Bewegungsgleichung der freien Schwingung

Wird das Schwungrad ohne den Schrittmotor, also ohne erzwungene Schwingung
betrieben, so wirken zum Zeitpunkt ¢t zwei Drehmomente auf das Rad: das riickstel-
lende Moment der Spiralfeder mit Winkelrichtgrofse D und das bremsende Moment
der Wirbelstrombremse mit Proportionalitdtsfaktor p. Man erhélt so die homogene
Bewegungsgleichung
Dy + pp+0¢ =0

mit dem Tragheitsmoment © und der Auslenkung ¢ des Rades.

Zur Losung wird ein einfacher Exponentialansatz ¢ (1) = A exp (At) benutzt. Man
erhélt als Losung fiir den Fall (%)2 < L.

# (1) = poexp (—55t) - exp ( (t g_ (%)Zw))) (1)

mit der Startauslenkung g und einer Phasenverschiebung ¢. Die anderen Fille sind
nur fiir grofse Reibungen relevant, die bei unserem Versuch jedoch nicht vorkommen.
Aus (1) ldsst sich die Eigenfrequenz w, der Schwingung direkt als

6 ()
We=1/=— (==
S) 20
ablesen. Man definiert der Ubersicht halber 8 := £ und w§ = g, womit sich (1)
vereinfacht zu

@ (t) = @oexp (—Ft) - exp (i (twe — ¢)) -

2.2 Das Logarithmische Dekrement

Bei der gedampften Schwingung ist insbesondere das Verhéltnis zweier aufeinander-
folgender Maxima von Bedeutung. Man erhélt es direkt aus (1) als

p(t) exp (—f3t) - exp (i (twe — ¢))
go(t%—i—t) exp (—ft) - exp <—ﬁi—:) - exp (z <<t+i—:> we—gb))
27 exp (i (twe — ¢))
- (ﬁw_G) " exp (zp(tcue + 21 — ¢))

= exp </Bi—ﬂ) )

Das Logarithmische Dekrement A wird als Logarithmus dessen definiert:

@ _ 2m
A=1 (p(Hi_:) B (2)
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2.3 Die Bewegungsgleichung der gekoppelten Schwingung

Betrachten wir nun die inhomogene Form der Bewegungsgleichung, die die erzwun-
gene Schwingung des Rades durch einen Erreger der Frequenz w beschreibt:

Dy + pp + ©p = M cos (wt)

oder in dquivalenter Form unter der Verwendung der bisherigen Ausdriicke o und (8

sowie N := %:

wip +2B¢ + @ = N cos (wt) . (3)
Gelost wird diese Differentialgleichung durch einen Kosinus-Ansatz der Form ¢ (¢) =
©p cos (wt — ¢) + C' mit der Phasenverschiebung ¢, der Startelongation ¢o und einer
noch zu bestimmenden Konstanten C.
Man erhilt weiter ¢ (t) = —powsin (wt — ¢) und @ (t) = —pow? cos (Wt — @).
Eingesetzt in (3) folgt damit

@owa cos (wt — @) — 2pewBsin (wt — @) — pow? cos (wt — ¢) = N cos (wt)

bzw.

(wg — w?) cos (wt — ¢) — 2wl sin (wt — ¢) = %cos (wt) . (4)

Aus wt = 7, wenn also der Erreger kein Moment auf das Schwungrad ausiibt, erhalt
man

(WS - WZ) cos (g - Gb) — 2wfsin <g — gb) = gCOS (E)

., P\
= (wg — w?) sin (¢) = 2w cos (¢)
= tan ¢ = 22wﬂ 5
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Fiir t = 0 ergibt sich

(08 — w?) cos (—0) — 2wfisin (—¢) = g

0
= (wg — wz) cos (¢) + 2wl sin (¢p) = g

0

_ N
- P = R =) cos (8) + B oin (9
N
j =
U ) e e
N

=

Yo = :
\/(wg —w?)? + 4p%0°

Setzt man dies beides zusammen mit C' = 0? in den Ansatz ein, erhélt man schliefflich
die vollstandige spezielle Bewegungsgleichung

N . 2wp )
t) = . t— p——a— 5
o \/(w% — w2)2 + 45%w? - (w o wg — w? ©)

Die allgemeine Losung ergébe sich aus Addition von (5) zu (1). Da (1) aber fiir grofe
t recht schnell gegen 0 strebt, ist dieser Term nur fiir den sogenannten Einschwing-
vorgang relevant, den man an der Uberlagerung von (1) iiber (5) erkennt. Nachdem
das System ,eingeschwungen® ist, beschreibt (5) den Verlauf sehr gut.

2.4 Die Resonanzfrequenz

Gleichung (5) zeigt, dass die Amplitude der Schwingung von der Erregerfrequenz w
abhéangig ist. Die Resonanzfrequenz w, des Erregers ist genau dann erreicht, wenn
die Amplitude maximal wird. Wir erhalten die Bedingung

(wg — w2)2 +46%w*  min
(wg — w2)2 +4p%w* =0

7 (u]g — w2)2 + 4ﬁ2w2 >0

2C beschreibt nur eine Verschiebung der Ruhelage des gesamten Schwungrades, diese kann jedoch
immer auf 0 gesetzt werden
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Wir erhalten daraus fir w

0

o (wg — w2)2 +452* =0
& —dw (wp — w?) + 8w =0

(f.w#0) < w? = wi — 23

& w=+1/wi— 252

Einsetzen der positiven Losung (im Folgenden w,) in die zweite Ableitung bestétigt
uns, dass
82
Ow? o
= —4 (wj —w?) + 8w’ + 852|w:w

= — dwj + dwj — 85% + 81/wE — 232
=8y/wi — 232 >0

und damit die Amplitude fiir
wr = /wj — 267 (6)

(wg — w2)2 + 48%w?

maximal wird.

2.5 Phasenverschiebung

Je nach Dampfung und Anregung tritt eine Phasenverschiebung ¢ zwischen der Er-
regerphase und der Phase des Schwungrades auf. Sie lasst sich in (5) ablesen und
betragt

2wp
= tan ' ————,
¢ wi — w?

Abbildung 2 zeigt schematisch die Verldufe der Funktion bei verschiedenen Damp-
fungen. Entspricht die Anregerfrequenz der Eigenfrequenz, so betrdgt die Phasen-
verschiebung unabhéngig von der Reibung 7.

3 Durchfithrung

3.1 Wirbelstrombremse

Die Wirbelstrombremse besteht aus einem Permanentmagneten, der Wirbelstréme
in das an ihm vorbeilaufende Rad induziert. Diese erzeugen ein dem &auferen Ma-
gnetfeld entgegengerichtetes Feld. Durch Ohmsche Widerstéande im Metall kommt es
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Abbildung 2: Phasenverschiebung in Abhéngigkeit der Erregerfrequenz

zu einem Energieverlust und infolgedessen zu einer Bremswirkung, die zur Winkel-
geschwindigkeit proportional ist. Die Stirke der Bremswirkung héngt dabei nahezu
linear von der vom Magneten iiberdeckten Fliche ab.3

Im Fall des Pohlschen Resonators lasst sich die Bremse mit einem Millimetertrieb
iiber das metallische Schwungrad bringen, weshalb im Folgenden auch alle Damp-
fungen in mm angegeben werden.

3.2 Versuchsdurchfiihrung

Der Aufbau ist in Kapitel 2 zu finden. Uber den Computer kann die Erregerfrequenz
eingestellt werden, die jedoch zunéchst auf 0 gestellt wird, sodass das Schwungrad
frei schwingen kann. Fiir die Stellungen r» = 0 mm, 4 mm, 6 mm und 8 mm der Wir-
belstrombremse wird das Schwungrad bis auf 120° aus der Ruhelage ausgelenkt und
jeweils einige Perioden der freien Schwingung mit dem Computer erfasst.
Anschlieflend wird fiir die Ddmpfungen » = 4mm, 6 mm und 8 mm der Wirbel-
strombremse jeweils fiir verschiedene Erregerfrequenzen der Schwingungsverlauf mit
dem Computer erfasst. Es wird zunéchst in 100 mHz-Schritten zwischen 100 mHz
und 600 mHz gemessen, anschliefend werden in der Ndhe der Eigenfrequenz meh-
rere weitere Messungen durchgefiihrt. Dabei wird vor allem darauf geachtet, dass
nach dem Ende des Einschwingvorgangs, das sich im Phasenraumdiagramm an einer

3Vgl. RECKNAGEL, ALFRED: Physik. Elektrizitit und Magnetismus. Berlin 1980



V1: Der Pohlsche Resonator
4 Auswertung Seite 9

Ellipsenform erkennen lésst, noch geniigend Perioden aufgezeichnet werden.

4 Auswertung

4.1 Normierung

Zunéchst wird aus den ermittelten Daten die Nulllage des Schwungrades bestimmt.
Dazu werden alle erfassten Auslenkungen y; tiber ganze Perioden aufsummiert und
gemittelt. Man erhélt als Abweichung y vom Nullpunkt etwa

J~6

in einer durch die Erfassung der Auslenkung bedingten dimensionslosen Einheit.

Da die Aufzeichnung nur in ganzen Zahlen erfolgte, ist eine Normierung um eine
nicht ganze Zahl wenig sinnvoll. Der dadurch entstehende Fehler geht mit in den
allgemeinen Fehler der Auslenkungserfassung von o, = 2 ein.

Samtliche Messwerte werden nun mit Programm A.1.1 um diesen Normierungs-
wert korrigiert, sodass die Schwingungen um den Nullpunkt verlaufen.

Abbildung 3 zeigt die ersten Perioden der freien Schwingungsverlaufe.

4.2 Eigenfrequenz, Logarithmisches Dekrement und Damp-
fungskonstante

Fiir die freien Schwingungen wird nun die jeweilige Eigenfrequenz w, bestimmt. Dazu
werden die zeitlichen Abstéinde At; zwischen den Zeiten t; und ¢;,; der n Schwin-
gungsmaxima und -minima mit Programm A.1.2 errechnet und gemittelt. Man erhélt

die Periodendauer )
1 «—

T = At;.
n—1 ;

Je nach Anzahl der Abstédnde ergibt sich der Fehler

n—1

1 2
o = (Atl — T) .
(n—1)(n—2) ;
Daraus ergibt sich die Eigenfrequenz w, = 2?“ mit

5 [ Ow > or
0w =1¢]05 | —= | = =or.
r\or e
Tabelle 1 listet die daraus errechneten Frequenzen fiir die verschiedenen Dampfungen
auf.
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Abbildung 3: Verlauf der freien Schwingung bei verschiedenen Démpfungen

Ahnlich zu eben werden nun das logarithmische Dekrement A und daraus die
Déampfung £ bestimmt. Dazu wird der Quotient der Amplituden y; und y;1 je zweier
aufeinanderfolgender Maxima gebildet, nach (2) erhdlt man daraus exp A;, daraus
A;. AnschlieRend wird iiber die Werte gemittelt und daraus A bestimmt.

Schlieklich erhélt man S nach

We —
= —2A.
p 27

Der Fehler der Dekrementsbestimmung o, betriagt dabei

o, (OANE L o N\E L N\ 1\?
op =\ Oy, 3_yz —i—ayi+1 ayi-f—l =[O0y, E +0yi+1 _yi_—|—1 .

Da hier oy, = 0,,,, = 0, konstant, gilt

1 n 1
o, = 0yx | — + ——
Y yz‘Q yi2+1
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und dessen Fehler

Der Fehler von f ist folglich

og = \/(;}—;aA)Q + <%awc>2.

Tabelle 1 zeigt die errechneten Dekremente und entsprechende Dampfungen mit

Fehler.

| r[mm|] | n|[ T |ms]|w [rads?] | A Blrad st | wp [rad 5] |
0]18|3080+£20 |2.04+0.02 ] 0.127 £0.012 | 0.041 £0.004 | 2.04 £ 0.02
4120|2970 £30 | 2.11+£0.02 | 0.359 £0.034 | 0.121 +0.012 | 2.12 £ 0.02
6| 8]2980£30|2.11+£0.02|0.592+0.082 | 0.199 £0.028 | 2.12 £0.02
8| 61]2900£40 | 2.17£0.03 1.10£0.34 0.38 £0.12 | 2.20 £0.04

Tabelle 1: Die Ergebnisse des ersten Versuchteils

4.3 Ungedampfte Eigenfrequenz
Die aus (1) ablesbare gedampfte Eigenfrequenz betrégt

We = \/wd — B2

mit der ungeddmpften Eigenfrequenz wy. Man erhélt also

Wo = v/ Wg + 52
mit dem Fehler
N N
G = \/o—ge (wev/@Z+ B ) + a3 (BveZ+ B )

Daraus ergeben sich die fiir die verschiedenen Dampfungen ermittelten Werte in
Tabelle 1 und daraus das gewichtete Mittel

Wo = (2.10 £0.02) rads™!

Das entspricht einer Abweichung von 3% gegeniiber der Eigenfrequenz der freien,
ungedidmpften Schwingung w. = 2.04s71.



V1: Der Pohlsche Resonator

4 Auswertung Seite 12
12 12
10 10

= I

L I

E 8+ -8

o

o

) I
x
g 6 6

£ i

~ -

2 4] -4
[

: I

> L
2 -2
0 A A AR HHA HAHAHAAAHAHAHHAAHAAHAHAAAAHHAHAHHA- O

0.2 0,4 0.6 08 1 1,2 1,4 1,6 1,8

W/ Wo

Abbildung 4: Resonanzkurven der verschiedenen Démpfungen

4.4 Resonanzgang

Abbildung 4 zeigt die Resonanzkurven der erzwungenen Schwingungen fiir die Damp-
fungen r = 4mm, 6 mm und 8 mm. Es wurden fiir sémtliche Messungen jeweils die
maximale Amplitude ermittelt und gegen die normierte Frequenz - aufgetragen. Die
Amplitude wird anhand der Amplitude der Schwingung bei 100 mHz normiert. An
den Maxima lassen sich die Resonanzfrequenzen bei den verschiedenen Dampfungen
ablesen.

4.5 Phasenverschiebung

Die Phasenverschiebung des Schwungrades zur Erregerfrequenz ist in Abbildung 5 zu
sehen. Zur Erfassung der jeweiligen Phasenverschiebungen dient Programm A.1.3. Es
ermittelt ausgehend vom letzten Nulldurchgang des Erregers den vorherigen Null-
durchgang des Schwungrades und berechnet aus der zeitlichen Differenz und der
bekannten Erregerfrequenz die Phasenverschiebung.
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Abbildung 5: Phasenverschiebung des Schwungrades zur Erregerfrequenz

4.6 Vergleich zwischen theoretischen und experimentellen Wer-
ten

Tabelle 2 zeigt die aus (6) berechneten theoretischen Werte der Resonanzfrequenzen
mit dem Fehler

= (/=25 ) o (a2 )

und die praktisch ermittelten aus Abbildung 4. Hier wird als Fehler das Maximum
der Abstédnde der Maximumfrequenz zu seinen Nachbarwerten angenommen.

| r [mm| | B [rad s] | w, [rad s7] theo. | w, [rad s™*] exp. | rel. Fehler |
410.121 £0.012 2.09 +0.03 1.96 £0.04 6.2%
6 | 0.199 £ 0.028 2.08 £ 0.03 2.04 £0.09 1.9%
8 0.38 £0.12 2.03 £0.05 2.01 £0.02 1.0%

Tabelle 2: Theoretische und experimentelle Eigenfrequenzen im Vergleich

5 Diskussion

Die freien Schwingungen fallen wie erwartet je nach Ddmpfung unterschiedlich stark
exponentiell ab. Betrachtet man jedoch die geddmpften Eigenfrequenzen w,, so fallt
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auf, dass diese entgegen der Erwartungen aus Gleichung (1) mit steigender Dampfung
zunehmen. Eventuell spielen hier noch andere, nicht erfasste Reibungsquellen eine
Rolle, die sich nicht linear zur Winkelgeschwindigkeit oder Auslenkung verhalten.
Der Reibungskoeffizient 3, der sich aus dem Logarithmischen Dekrement und w,
errechnet, steigt wie erwartet.

Die bestimmten Werte der ungeddmpften Schwingung wy schwanken stark, was
auf die offensichtlich fehlerhaften Werte von w, zuriickzufiihren ist. Dafiir spricht auch
die Abweichung der Eigenfrequenz w, im Fall der freien Schwingung ohne Démpfung
zu Wy von 3%. Diese kommt zwar vermutlich auch aus anderen am Graphen erkenn-
baren Reibungsquellen, sollte aber im Vergleich wesentlich geringer sein.

Auch Abbildung 5 zeigt verschobene Phasenverschiebungen, die sich nicht wie
erwartet bei wio bei einer Phasenverschiebung von 7 kreuzen, sondern vorher. Dies
deutet auf ein zu grofses wy hin.

Die Resonanzkurven der groffen Dampfungen in Abbildung 4 entsprechen sehr
gut dem theoretischen Verlauf. Lediglich die Kurve der geringen Dampfung scheint
stark nach links verschoben zu sein und beschreibt so eine viel zu geringe Reso-
nanzfrequenz. Betrachtet man den Vergleich dieser experimentell ermittelten Werte
mit den theoretischen in Tabelle 2, so wird diese Abweichung an dem grofsen relati-
ven Fehler von iiber 6% deutlich. Auch hier scheinen nicht erfasste Reibungsquellen
als Verursacher wahrscheinlich, aber auch die Steuerung des Schrittmotors kénnte
fehlerhaft gewesen sein.

Insgesamt konnte auch die Schwungscheibe bei den ersten Messungen durch den
langen Stillstand vorher noch nicht ganz rund gelaufen sein, sodass die Reibung mit
der Zeit abnahm. Das konnte das Steigen der gedampften Eigenfrequenzen mit zu-
nehmender Dampfung erkldren. Ein solcher Effekt kénnte durch nochmaliges Messen
kompensiert werden, dazu fehlte jedoch die Zeit.

Eine grofte Schwierigkeit bei der Abschétzung der Fehler kommt auferdem daher,
dass nichts {iber die Genauigkeit der Amplitudenmessung und der Steuerung des
Schrittmotors bekannt ist.
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A Anhang

A.1 Programmtext
A.1.1 Normierung

Listing 1: norm.py

import sys

col = int(sys.argv|2])
norm = int(sys.argv|3])
file = open(sys.argv|[1l])

for line in file:
# Aufspalten in Zeit, Amplitude und Geschwindigkeit
1 = line.split(’.7);

# Spaltenwerte normieren
1[col] = str(int(1[col]) + norm)

# Erneut ausgeben
for k in 1:
if(k[—1] = "\n’):
print (k, end="")
else:
print (k+"_", end="")

A.1.2 Gedampfte Eigenfrequenzen, Logarithmisches Dekrement, Reibungs-
koeffizient und ungedampfte Eigenfrequenz

Listing 2: max.py
import sys
import math

file = open(sys.argv|[1l])

lastmax = —100000
lastmaxt —100000
sum_maxdt = 0
sum_maxda = 0

nmax = 0

lastmin = 100000
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lastmint = —100000
sum_mindt = 0
sum_minda = 0
nmin = 0
11t = -1
lla = -1
It = -1
la = -1
dts []
das [
for line in file:
1 = line.split(’_7);
t = int(1][0])
a = int(1[1])
if (11t != —1 and la > lla and a < la and 1t — lastmaxt
>= 1000):
print ("max:" + str(lt))
nmax +— 1
if (lastmaxt >= 0):
sum_maxdt += 1t — lastmaxt
dts.append (1t —lastmaxt)
sum maxda += lastmax / la
das.append(la)
print ("Beta:_"+str (lastmax/la))
lastmaxt = 1t
lastmax = la
if (Ilt != —1 and la < lla and a > la and 1t — lastmint
~= 1000) :

print ("min:" + str(lt))
nmin += 1
if (lastmint >= 0):

lastmint

sum_mindt += 1t — lastmint
dts.append(lt—lastmint)
sum_minda += lastmin / la

print ("Beta:_"+str (lastmin/la) + ",_minda

:."+str (sum_minda))

= 1t
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lastmin = la
11t = 1t
lla = la
It =t
la = a
n = nmaxfnmin—2
mw = (sum_mindt +sum_maxdt) / (nmax+nmin—2)
sumdts = 0
print ("Num: _"+str (n)+",_len:_"+str(len(dts)))
for i in range(0, n):
sumdts += (dts[i] — mw) %2
alpha = (sum_ maxda + sum minda) / (nmaxinmin—2)
print ("Anzahl_max: + str(nmax))
print ("Eigenfreq. max:u" + str(sum_ maxdt / (nmax—1)))
print ("Anzahl_min: + str(nmin))
print("Elgenfreq mln:u" + str(sum_mindt / (nmin—1)))
print ("MW:_" + str( mw ))
print("Fehler "+ str(math.sqrt( 1/(n*x(n—1)) % sumdts)))

omega = 2xmath. pi/(mw/1000)

somega = 2xmath.pi/(mws«mw) smath.sqrt( 1/(n*(n—1)) * sumdts)
*1000

print ("Omega: " + str(omega))

print ("Fehler:_"+ str(somega) )

lambdas = []
slambdas = []

for i in range(0, len(das)—1):
lambdas . append (math.log (das|[i]|/das[i+1]))
slambdas.append (2*math.sqrt ( 1/(das[i|xdas|[i]) + 1/(das|[1
+1]xdas|1i+1])

suml = 0

for i in range(0, len(lambdas)):
suml += lambdas[i]/slambdas[i]*%2
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sum2 = 0

for i in range(0, len(lambdas)):
sum2 += 1/slambdas|i]|**2

rlambda = suml/sum?2
srlambda = math.sqrt (1/sum?2)

print ("Lambda: _"+str (rlambda) )
print ("Fehler: _"+str (srlambda))

beta = omega/(2+math.pi) xrlambda

sbeta = math.sqrt( (omega/(2*xmath.pi) ssrlambda)**2 + (rlambda

/(2*xmath. pi) *somega)x*2 )
print ("Beta:_"+str (beta))

print ("Fehler:_"+str (omega/(2+«math. pi) xsrlambda ))

omegal = math.sqrt (omegaxomega + betaxbeta)

print ("Omega0: _"+str (omegal))

print ("Fehler:_"+str( math.sqrt( (somegaxomega/omegal)*%2 + (

sbetaxbeta/omegal)*%2 ) ) )
A.1.3 Phasenverschiebung

Listing 3: phase.py

import sys
import math

files = sys.argv|[2:]
omegal = float (sys.argv|[1l])

for i in range(0, len(files), 3):
fn = files[1i]
freq = int(files [i+1])
null = int(files[i+2])

f = open(fn)
file = |[]

for line in f:
file .append(line)
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for i in range(0,len(file)):
1 = file[i].split(’.7);

] i—1
if int(1[0]) >= null:
j i—1
break
amp = —1
lamp = —1
found = 0
time [

while found < 2
amp — int (file [j].split(’'_’)[1])
if amp — 0:

time.append (int (file[j].split(’.7)[0]))
found = found + 1

T =1/ (freq / 1000)
phi0 = 2xmath.pi x (null — time[0]) / 1000 / T
phil = 2xmath.pi * (null — time[1]) / 1000 / T

print (str (int (freq) / 1000 / (omegaO/(2xmath.pi)) ) +"_"+
str (math.pi — phi0) ) # + " " + str(math.pi+2— phil))



